12.6 Symmetrische und alternierende Potenzen )
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Definition: Fiir jede natiirliche Zahl r besteht eine r-te symmetrische, bzw. alternierende, Potenz von V-

e e A L
tber K aus einem K-Vektorraum V' und einer symmetrischen, bzw. alternierenden, multilinearen Abbil-

dung x: V" — V mit der universellen Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum W und jede symmetrische, bzw. alternierende, multilineare Abbildung ¢: V" —

W existiert genau eine lineare Abbildung ©: V' — W mit P o kK = ¢, das heisst, so dass das folgende

Diagramm kommutiert:

Proposition: Eine symmetrische, bzw. alternierende, Potenz ist eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie,

mit anderen Worten: Ist sowohl (V, k) wie (V’,x’) eine solche Potenz von V, so existiert ein eindeutiger

Isomorphismus i: V = V' mit i o k = /, das heisst, so dass das folgende Diagramm kommutiert:




Satz: Eine symmetrische, bzw. alternierende, Potenz existiert immer.
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Konvention: Wir fixieren ein fir alle Mal eine r-te symmetrische Potenz und bezeichnen den zugehorigen
Vektorraum mit SV oder S"V, sowie die zugehorige symmetrische multilineare Abbildung mit

V' — SEV, (v1,...,0.) = 01 vy
\Ldot Ncdot>

Wir fixieren ein fiir alle Mal eine r-te alternierende Potenz und bezeichnen den zugehorigen Vektorraum
mit A%V oder A"V, sowie die zugehorige alternierende multilineare Abbildung mit

V= ALV, (v,...,0) = o1 AL Aoy \’"*’5’0%/@

Rechenregeln: Die Multilinearitidt und Symmetrieeigenschaften dieser Abbildungen bedeuten gewisse
Rechenregeln. Im Fall » = 2 sind die fiir alle v,w,w" € V und A\ € K:

v-(wtw) =v-wtv-w v-dw = ANv-w) wov =v-w

vA(w+w) =vAwF+ovAw | vAA = ANvAw) | vAv =0

—_—

WAV = —vAw

Spezialfall: Es gilt
Vel = SOV = AW = K und
Vel =8V = AV =V,
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%n mit einer Totalordnung < bzw. <. Dann bilden die Elemente

s v v

. = b, eine Basis von SiV, bzw.

Satz: Sei B eine Basis von V', verseh

L
by---b, fir alle b; € B mit b; <

by A...ADb, fiir alle b; € B mit by < ...
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< b, eine Basis von A% V.
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Insbesondere gilt .
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Folge: Fiir alle r > dimg (V) gilt A%V = 0.
Fir r = di V) gilt dimg ALV = 1.
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Proposition: (Adjunktionsformel) Es existieren eindeutige Isomorphismen

Homg (S V, W) —= Symj(V.W), f ((v1,...,0,) = f(vr---v)),

Homp (AL V, W) = Altie(V, W), f = ((v1,...,0,) = flor AL A,)).
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Proposition: (Funktorialitit) Zu jeder linearen Abbildung f: V — V'’ existieren eindeutige lineare Ab-

bildungen
— STf SV — SEV' mit vy v = f(on) - f(oy),

ANf: ARV — ALV mit vy Ao A= f(o) A A foy).
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Proposition: Fiir alle linearen Abbildungen V' I VNS Vel gilt
(a) Sridv = idSTV und Aridv = idArV
e — v
(b) Ist f =0, so ist auch S"f = 0 und A"f = 0.
(c) S"goS"f=8"(go f)und A"go A" f = A"(g o f).
)

(d) Ist f ein Isomorphismus mit Inversem g, so ist S”f bzw. A" f ein Isomorphismus mit Inversem S"g

bzw. A"g.
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Satz: Fiir jeden Endomorphismus f eines K-Vektorraums V' der Dimension n < oo ist die Abbildung

A" ALV — ARV
M—_-—_/:t Ln,
gleich der Multiplikation mit det(f).
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Bemerkung: Damit kann man die Determinante alternativ und basisfrei konstruieren.
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